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1. Keplerov zakon

 Orbita svake planete je elipsa, pri čemu se Sunce nalazi u jednoj 
od dve žiže.

 Jednačina elipse 𝑟 =
𝑝

1+𝜀 cos 𝜃
; ekscentricitet 𝜀 = 1 −

𝑏2

𝑎2

 gde je 𝑝 orbitalni parametar, 𝜀 je ekscentricitet elipse, 𝑟 je rastojanje od 
planete do Sunca, i 𝜃 je ugao trenutnog položaja planete meren u 
odnosu na pravac najbližeg položaja planete

 Za 𝜃 = 90𝑜 i 𝜃 = 270𝑜, važi 𝑟 = 𝑝.

 Aritmetička, geometrijska i harmonijska sredina:

𝑎 =
𝑟𝑚𝑎𝑥 + 𝑟𝑚𝑖𝑛

2
=

𝑝

1 − 𝜖2

𝑏 = 𝑟𝑚𝑎𝑥 ⋅ 𝑟𝑚𝑖𝑛 =
𝑝

1 − 𝜖2

𝑝 =
𝑟𝑚𝑖𝑛

−1 + 𝑟𝑚𝑎𝑥
−1

2

−1

Heliocentrični (polarni) koordinatni sistem 

(𝑟, 𝜃) za elipsu. Na slici: velika polu-osa 𝑎, 

mala polu-osa 𝑏 i orbitalni parametar (semi-

latus rectum) 𝑝; centar elipse i dve žiže 

obeležene su velikim tačkama. Za 𝜃 =
 0°, 𝑟 =  𝑟𝑚𝑖𝑛 i za 𝜃 =  180°, 𝑟 =  𝑟𝑚𝑎𝑥.



1. Keplerov zakon

 Putanje planeta imaju mali ekscentricitet (nisu mnogo različite od kružnih), osim u 

slučaju Merkura i „bivše“ planete Pluton.

 Putanje prirodnih satelita, asteroida i periodičnih kometa takođe su eliptične.



2. Keplerov zakon

 Prava koja spaja planetu i Sunce pokriva jednake 
površine u jednakim vremenskim intervalima.

𝑑𝐴 =
1

2
𝑟 ⋅ 𝑟𝑑𝜃

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=

𝒓𝟐

𝟐

𝒅𝜽

𝒅𝒕

𝑇 ⋅
𝑟2

2

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝜋𝑎𝑏

𝑛 =
2𝜋

𝑇
=

360𝑜

𝑇
 ⇒ 𝑟2𝑑𝜃 = 𝑎𝑏 ⋅ 𝑛 𝑑𝑡

𝒅𝑨

𝒅𝒕
=

𝒂𝒃𝒏

𝟐
=

𝝅𝒂𝒃

𝒏

Konstantna arealna
(sektorska) brzina



3. Keplerov zakon

 Kvadrati perioda (T) obilaska planete oko Sunca srazmerni su kubovima 

velikih poluosa (a) njihovih putanja

𝑎1
3

𝑇1
2 =

𝑎2
3

𝑇2
2 =

𝑎3
3

𝑇3
2 = ⋯ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 Koristeći Njutnov zakon gravitacije (1687), treći Keplerov zakon može se 

izvesti za slučaj kružne orbite tako što se centripetalna sila izjednači sa 

gravitacionom silom:

𝑚𝑟𝜔2 = 𝐺
𝑚𝑀

𝑟2

𝑚𝑟
2𝜋

𝑇

2

= 𝐺
𝑚𝑀

𝑟2

𝑇2 =
4𝜋2

𝐺𝑀
𝑟3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⋅ 𝑟3

𝑎3

𝑇2 =
𝐺(𝑀 + 𝑚)

4𝜋2 ≈
𝐺𝑀

4𝜋2 ≈ 7.5 ⋅ 10−6
AU3

day2

1

365.25 2
≈ 7.5 ⋅ 10−6



3. Keplerov zakon



Masa Jupitera



Masa Jupitera

 Ne možemo direktno izmeriti sve u svemiru -

mase i udaljenosti planeta i njihovih meseca.

 Međutim, iz njihovih kretanja možemo izvesti i 

zaključiti mnoge osobine nebeskih tela, iako ih 

ne možemo neposredno izmeriti.

 Treći Keplerov zakon: 
𝑇2

𝑎3 =
4𝜋2

𝐺⋅𝑀

𝑀 =
𝑎3

𝑇2

 𝑀 – masa centralnog tela (u 𝑀⊙),  

 𝑎 – velika polu-osa (u AU), 

 𝑇 – period (u godinama) 𝑇2

𝑎3 =
4𝜋2

𝐺 ⋅ (𝑚1 + 𝑚2)



Primer (Io)



„Posmatranje“ (Stellarium)
time 𝚫T sig min sec Jupiter D [Jup]

2459409.565 0.00 1 0 35.41 46.51 0.7613

2459409.607 0.04 1 0 55.26 46.51 1.1881

2459409.649 0.08 1 1 13.87 46.51 1.5883

2459409.732 0.17 1 1 44.86 46.51 2.2546

2459409.857 0.29 1 2 2.12 46.51 2.6257

2459410.024 0.46 1 2 11.16 46.51 2.8200

2459410.107 0.54 1 1 53.27 46.51 2.4354

2459410.191 0.63 1 1 26.67 46.51 1.8635

2459410.274 0.71 1 0 47.87 46.51 1.0292

2459410.357 0.79 1 0 30.00 46.51 0.6450

2459410.482 0.92 -1 0 47.08 46.51 -1.0123

2459410.607 1.04 -1 1 36.94 46.51 -2.0843

2459410.691 1.13 -1 2 3.28 46.51 -2.6506

2459410.857 1.29 -1 2 16.76 46.51 -2.9404

2459410.982 1.42 -1 1 56.61 46.51 -2.5072

2459411.107 1.54 -1 1 12.66 46.51 -1.5622

2459411.191 1.63 -1 0 33.35 46.51 -0.7171

2459411.399 1.83 1 1 7.69 46.51 1.4554

2459411.524 1.96 1 1 53.30 46.51 2.4360

2459411.732 2.17 1 2 21.25 46.51 3.0370

2459411.899 2.33 1 1 48.32 46.51 2.3290



Posmatranje (rezultati)

𝑏 =
𝑚𝑎𝑥 + 𝑚𝑖𝑛

2
=

1

2
2.9 + −3.05 =

−0.15

2
= −0.075

𝑎 =
𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑖𝑛

2
=

1

2
2.9 − −3.05 =

5.95

2
= 2.975

𝑇 =
2𝜋

𝜔
= 2(𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝑇𝑚𝑖𝑛) = 2 2.1 − 1.3 = 2 ⋅ 0.8 = 1.6

 𝜔 =
2𝜋

𝑇
= 3.925

 𝑐 = 0.4

𝑦 = 𝑎 cos 𝜔 𝑡 − 𝑐 + 𝑏

𝑚𝑎𝑥

𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑚𝑖𝑛 𝑇𝑚𝑎𝑥



Bolji način (SciDavis)

𝑏 = −0.075, 𝑎 = 2.975, 𝜔 = 3.925, 𝑐 = 0.4

https://scidavis.sourceforge.net/

https://scidavis.sourceforge.net/


Hajde da uporedimo…

 „Papir i olovka“

 𝑎 = 2.956 [Jup] = 0.00276 AU

 𝑇 = 1.6 dana = 0.0044 godina

 𝑀 = 0.0009134 𝑀⨀

 „Naučni“ metod

 𝑎 = 2.975 [Jup] = 0.00278 AU

 𝑇 = 1.766 day = 0.0048 year

 𝑀 = 0.0009311 𝑀⨀

𝑀 =
𝑎3

𝑇2

𝑀 = 0.0009543 𝑀⨀

Δ = 4.29 %

Δ = 2.43 %



Simuliranje posmatranja i 

obrada rezultata



Kako meriti?



Korisne formule

𝑟𝐽𝑢𝑝 [𝑘𝑚] = 139 820 km

𝑟𝐽𝑢𝑝 [𝐴𝑈] =
𝑟𝐽𝑢𝑝 [𝑘𝑚]

1 𝐴𝑈[𝑘𝑚]

Ctrl + D

𝐷[𝐽𝑢𝑝] = 𝑧𝑛𝑎𝑘 ⋅
60 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑚𝑖𝑛 + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐

𝑟[𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑐]



Tabela sa podacima https://docs.google.com/

https://docs.google.com/


Crtanje grafika https://www.geogebra.org/calculator

https://www.geogebra.org/calculator
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Crtanje grafika https://www.geogebra.org/calculator
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Određivanje mase Jupitera

 𝑓 𝑥 = 0.04 + 2.96 ⋅ sin 3.56 𝑥 + 0.24

 𝑓 𝑥 = 0.04 + 2.96 ⋅ sin 3.56 (𝑥 +
0.24

3.56
)

 Amplituda 𝑎[𝐽𝑢𝑝] = 2.96

 Period 𝑇[𝑑𝑎𝑛] =
2 𝜋

3.56
= 1.76

 Masa Jupitera 𝑀𝐽 =
2.96⋅9.35⋅10−4 3

1.76⋅
1

365.25

2 =
0.0028 3

0.0048 2 =
2.12⋅10−8

2.30⋅10−5

𝑀𝐽 = 0.0009201 𝑀⊙



Masa SMBH



Izračunavanje mase SMBH

https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR

https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR


Vežba – izračunajte masu SMBH

 Desno – koordinate položaja zvezde S2

 Koordinatni početak – centar SMBH

 Kako?

 Nacrtati tačke (i greške)

 Nacrtati elipsu najpribližniju 

merenjima

 Izmeriti veliku poluosu elipse

 Arcsec prevesti u svetlosne dane (ld), 
2 arcsec = 28 ld

 Izračunati srednju vrednost ☺



Vežba – izračunajte masu SMBH

 …

 Odrediti period (𝑃)

 𝐴𝑒𝑙𝑙 = 𝑎𝑏 ⋅ 𝜋 - 𝑎 i 𝑏 sa slike, prethodni slajd

 Δ𝐴 =
Δ𝑡

𝑃
⋅ 𝐴𝑒𝑙𝑙 - II Keplerov zakon

 Nepoznato Δ𝐴, Δ𝑡, 𝐴𝑒𝑙𝑙

 Δ𝐴 i Δ𝑡 – sa slike (prethodni slajd, za svaki 
segment)

 Nacrtati trougao i odrediti njegovu 
površinu (ponoviti više puta!)

 Izračunati masu SMBH

 III Keplerov zakon

 𝑃2 =
4𝜋2

𝐺(𝑀+𝑚𝑆2)
𝑎3, 𝑀 ≫ 𝑚𝑆2



Preuzimanje podataka
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR

1

2

https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
https://vizier.cds.unistra.fr/viz-bin/VizieR
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Obrada podataka
https://www.geogebra.org/calculator
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Obrada podataka
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Obrada podataka

 Jednačina: 0.95𝑥2 + 0.08𝑥𝑦 + 0.02𝑥 + 0.29𝑦2 − 0.05𝑦 = 0

 Centar elipse:

2𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐷 = 0
𝐵𝑥0 + 2𝐶𝑦0 + 𝐸 = 0

 Rešenje:

𝑥0 ≈ −0.014
𝑦0 ≈ 0.088

 Nagib elipse:

𝜃 =
1

2
arctan

𝐵

𝐴 − 𝐶
≈ 0.06 ≈ 3.5𝑜

https://www.geogebra.org/calculator

https://www.geogebra.org/calculator
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Vežba – izračunajte masu SMBH

 …

 Odrediti period (𝑃)

 𝐴𝑒𝑙𝑙 = 𝑎𝑏 ⋅ 𝜋 - 𝑎 i 𝑏 sa slike, prethodni slajd

 Δ𝐴 =
Δ𝑡

𝑃
⋅ 𝐴𝑒𝑙𝑙 - II Keplerov zakon

 Nepoznato Δ𝐴, Δ𝑡, 𝐴𝑒𝑙𝑙

 Δ𝐴 i Δ𝑡 – sa slike (prethodni slajd, za svaki 
segment)

 Nacrtati trougao i odrediti njegovu 
površinu (ponoviti više puta!)

 Izračunati masu SMBH

 III Keplerov zakon

 𝑃2 =
4𝜋2

𝐺(𝑀+𝑚𝑆2)
𝑎3, 𝑀 ≫ 𝑚𝑆2

Rezultatate šaljite na

mmilan@svetnauke.org

☺

mailto:mmilan@svetnauke.org


Pitanja

dr Milan Milošević
Departman za fiziku

Prirodno-matematički fakultet

 mmilan@svetnauke.org

www.facebook.com/mmilan

https://www.instagram.com/mmilan81/

 Svet nauke
www.svetnauke.org

www.facebook.com/svetnauke.org

 Departman za fiziku PMF-a
https://fizika.pmf.ni.ac.rs

www.facebook.com/fizika.nis

 Astronomsko društvo Alfa

https://www.alfa.org.rs

www.facebook.com/alfa.nis

𝜀 = 1 −
𝑏2

𝑎2

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

𝑎𝑏𝑛

2
𝑎3

𝑇2 = 𝑀

Preuzmite

prezentaciju

www.mmilan.com

mailto:mmilan@svetnauke.org
mailto:mmilan@svetnauke.org
http://www.facebook.com/mmilan
http://www.facebook.com/mmilan
https://www.instagram.com/mmilan81/
http://www.svetnauke.org/
http://www.facebook.com/svetnauke.org
http://www.facebook.com/svetnauke.org
https://fizika.pmf.ni.ac.rs/
http://www.facebook.com/fizika.nis
http://www.alfa.org.rs/
http://www.facebook.com/alfa.nis
http://www.mmilan.com/
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